Poglavlje 1

Integral

1.1 Neodredeni integral
Definicija 1.1.1 Neka je zadana funkcija f : (a,b) — R: Funkcija F :

(a,b) — R za koju je F'(z) = f(x) za svaki x € (a,b) naziva se primitivna
funkcija (antiderivacija) funkcije f.

Primjer 1 Odredite neku primitivnu funkciju slijedeé¢ih funkcija:

(a) f(z) = 2? (d) f(z) =3

(b) f(z) = = (e) f(z) =€

(c) f(z)=2° (f) f(z) =sinz
Rjesenje:

(a) Trazimo neku funkciju koja derivirana daje 22. Kako znamo da je (22) =
322, vidimo da je jedno rjeSenje F(z) = % Primjetimo da smo tom
rjeSenju mogli dodati bilo koji konstantu jer (const)’ = 0. Tako je rjeSenje
inpr. F(z) = % + 2.
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(b) Znamo da je (x2) = 1272 pa je jedno od rjefenja F(z) = 2x7 + 1.

(c) Npr. F(z) = (15)2% + e jer (2%)' = (In2)2%.
(d) F(z)=Inz. Ovdje je rjeSenje npr. i F(x) = In(2x) jer
In(2z) =In2+ Inz pa (In(2z))’ = (In2 +Inz)’ = (Inz)’ = 1
(e) F(x) =¢e"+4.
(

(f) F(z) = —cosz.

Definicija 1.1.2 Za zadanu funkciju f(x) : (a,b) — R familija

{F(2)|F'(z) = f(z),x € (a,b)} svih primitivnih funkcija te funkcije zove se
neodredeni integral funkcije f i oznacava se sa [ f(x)dz.



Primjer 2 Odredite slijedece neodredene integrale:

(a) f(z*+ 2+ 1)dzx (c) wd—fQ
(b) [(Vz + cosz)dz (d) [,
Rjesenge:

(a) Trazimo, kao i prije, funkciju koja derivirana daje 2> + = + 1 i znamo da
mozemo dodati proizvoljnu konstantu. Stoga je rjesenje: [(z*+z+1)dx =
13 4 %xQ + z + C' gdje je C proizvoljna konstanta.

(b) f(@+ cosz)dr = 222 +sinz + C

In(z +2) + C, T > =2
(c) x+2 =ln(lz+2|+C = {ln(—(x+2))+c7 T < —2.

(d) 1122 = arctanz + C

Osnovna svojstva integriranja: iz definicije neodredenog integrala i svo-
jstava derivacije lako se vidi da vrijede sljedec¢e formule:

1) ([f(2)dz) = f(z),
2) [\ f(2) + pg(x))de = X [ f(z)dx + p [g(z)dx
) [f(¢()¢/ (x)dx = [f(t)dt = F(t) + C.

Zadatak 3 Provjerite da vrijede slijedeée jednakosti:

(2) f(Ya)de =z +C © (%) = =
(b) [(cos?z)'dx = cos’ x + C (d) (fe2z dm), = sinz
Rjesenje:

(a) Imamo: [({/z)'de = [to~5de =1 [a~5dx = Yz +C.

(¢) Ovdje mozemo koristiti definiciju neodredenog integrala i zakljucak izvesti
direktno ili ra¢unati:

/d:v ,—(tanm—l—C)’— !
cos2z ) T cos?x’

(d) Koristimo definiciju neodredenog integrala.

Zadatak 4 Vrijedi li jednakost: ( [f(z)dz)" = [f(z)dz ?

Rjesenje: Ne. Naime, ([f(x)dz) = f(a: ) dok s druge strane imamo:

[f'(z)dz = f(z) + C. Uzmimo, npr (z) =

(/f(m)dm)l = (/mdm)l = (%mQ +o) =
[rwi= faa= [ae=zs0



pa, ako uzmemo C # 0 jednakost ne vrijedi.

Zadatak 5 Koristeéi svojstva integriranja, nadite sljedece integrale:
(a) [(222 +1)3dx (b) [(22%+ 1)%6zdx
Rjesenge:
(a) [(22? +1)3dz = [(82° + 122 + 627 + 1)dz = 227 + 22° 4+ S23 + 2 + C,
(b) [(22% 4+ 1)%zdzx = [(22% +1)153d(22 + 1) = ] [(22® +1)*6d(22% + 1) =
1@NT | o= (222 4+ 1)V 4 C
Napomena: U zadatku (b) smo, ustvari, proveli zamjenu varijabli (vidi

poglavlje Metoda supstitucije), t = 222 + 1.

Zadatak 6 Nadite integrale:

(a) [LHRE=D) gy (¢) J(1+ Vz)'dz
(b) [ e (d) J(1+ Va)*Tdz
Rjesenge:

(b)

/mdfm = /m;mdw:%/\/mdm—%/\/m(im:
= %/\/md(ﬁl)—%/\/m(z(x—l):
= %\/(m+1)3—%\/(m—1)3+0
()
/(1+\/§)4da: = /(1+\/§)42\/Ed(1+\/§)dx:2/(1+\/§)4 (14 vz —1)d(1 +Vz) =

2/<1+¢5>5d<1+\/5> —2/<1+\/5>4d<1+¢5> -

2[(1+\/5)6 (1+ Vo)’
6 5

}+c

(d) Sli¢éno kao (c).

Napomena: Zadatak (c) se moZze racunati i direktno ali kod npr. (d) bi
izravan rac¢un bio puno tezi pa ga zato izbjegavamo.

Zadatak 7 Nadite integrale:

(@) [ 7 a>0 (©) [ 7=
(b) fﬁ (d) faz(ﬁvmz
Rjesenge:



T
= arcsm —+C

/ Va2 — z? / /1
Ostali integrali rjeSavaju se analogno.

Zadatak 8 Nadite integrale:

T,T 5T 1
a) [3%e"dx o) [F552—
(b) [T*3 *dx
Rjesenje:
(a)
/3x6xdw _ /exlnSexdl_:/e(l—Hrﬁ)xdl_:
1 e(1+1n3)z
_ (14+1In 3)x 141 —
1+ln3/e d((1+1n3)z) 1+1n3 +C
(c)
el _ pr—1 2\ 1/5\"" 1\°* 1 /1!
[ /( (%) ~s(w) Je=2/(s) e-5/(5) @
1 2
= =27t _ _—5®
5In2 ln55 +C

Zadatak 9 Nadite integral: [2Ztbdz, gdje a,c # 0.

cx+d
Rjesenge:
z+d+2_d
/—c de| =
T+

b z+2
/a:v+ de — 9/ gdxz—
cx +d c) z+¢ c

= g[m—l—(é—c—i)lnm—kd}—k(j
c a
Zadatak 10 Nadite integrale:
(a) [tanzdx (c) [tan? zdx
b) [cot zdx (d) [cot®zdx

Rjesenge:

a) [tanzdr = [E02gy — — (o) _ _jy o5 4 C

cCos T cCos T

¢) [tan? zdr = [(Zhs —1)dz =tanz —z+C



Zadatak 11 Nadite integrale:

2) [t (©) [
b) [sraes () 2z
Rjesenje
8) [ s de = 2 [ saiesy = —2cot(2w) + C
b) [y = fs;ln ?C?Ssz Ldy = (22— + [92 —tanz — cotz + C

d dtani)
(C) sinmz f251n26052 =32 ftanzcos2 z = f tan%2 :ln|tan%‘ +C

Q) [ =

Sin(d%””_m) =...=—Inftan (T - )|+ C

Zadatak 12 Nadite integrale:

(a) [2v/2 — bxdz
b) [zv?2 — bz?dx

Rjesenge:

(a)

d) [ rigmde

/x\/2—5mdm = /—é(2—5m—2)\/2—5xdx:—%/(2—5x)%dx+§/\/2—5xdz

1 3 9 )
= 2—5/(2—5w)2d(2—5w)—%/(2—53;)2(1(2_537):

2 5 4 3
= —_— 2_ __—2_ 2
125( 5x)2 75( 5x)2 +C

Zadatak 13 Nadite integrale:

(a) [e*esinzdx (¢) [E " 4y

1422
d:
(b) f(arcsinac)m2 1—22

Rjesenge:
a) [e2STsinzdr = —% [€3°°%7d(3cosz) = —1e3°® 4+ C

Zadatak 14 Nadite integrale:

(a) [da (b) 3%
Rjesenje:
(b)
/ dx B 1/3x+2—3zdm 1 /d - 1 d(3* + 2)
342 2 3 42 2 In3 ) 3¢4+2
1 1 .



Zadatak 15 Nadite integrale:

inz+
(a) [miTesda (b) Tz

Rjesenge:

(a) sin z+cos x dx_fd(smz cosz)
¥sinz—cosx Vsinz—cosx

Zadatak 16 Rijesite integral: [ romr %0

Rjesenje:
/ dx B / dx d(tanz)
aZsinz + b2cos?x cos? 2(b? + a? tan® x) b2+ a2tan’s
1 d(t 1
= —2/& = — arctan (—tanm) +C
a (é) +tan2z ab b

Zadatak 17 Rijesite integral: fACOS(sgifg)sm(w)d A%+ B2 #£0.

Rjesenje: Ovo je malo tezi zadatak. Prvo koristimo jednakost

Acos(azx) + Bsin(az) = +/ A2+ B? (\/1427
= A2+ B?cos(ax — ¢)

cos(azx) +

_ B i )>_
\/msmax =

2 2
(jednakost (\/A2A+Bz) + (\/A23+B2) = 1 povla¢i da postoji jedinstveni

¢ € [0,27) takav da

Sada imamo:

. B I
7@ =cos¢i e — sin ®.)

/ cos(ar) de - cos(ax — ¢+ @) i
Acos(azx) + Bsin(ax) B VA2 + B? cos(ax — ¢)

dr =

B /cos(a:c — ¢) cos ¢ — sin(ax — @) sin ¢
B VA? + B2 cos(ax — ¢)

cos ¢ sin ¢

= tan(ax — ¢)dx = ...

N EE Z Ny ey

1.1.1 Metoda supstitucije

Ponekad moZzemo olaksati integriranje ako danu varijablu zamijenimo nekom
prikladnijom prema slijede¢em pravilu:

/ﬂﬂt o) +C = /ﬂxm—¢wlu»

Primjetimo da smo metodu supstitucije ve¢ indirektno koristili u nekim pri-
jasnjim zadacima.

Zadatak 1 Prigodnom supstitucijom rijeSite sljedece integrale:



(a) [zv1+ 3z2dx (¢) [223% du

(b) [&rdz
Rjesenje:

(a)
/a:\/ 1+ 3z2dx

1 12 :
|t:1+3x2:>dt:6a:dx’za/ﬁdt:ggt%+02

1 P
- §(1+3x2)% +C

Napomena: Naga susptitucija ekvivalentna je donjem postupku koji smo
koristili u prijasnjim zadacima:

/m/l + 322dx = /\/1 +3mzéd(1 +32%) = ...

: 1 1
/J;Z?ﬂ”ddm = ’t:x3:>dt:3a:2da:|:§/etdt:§et+C:

1 s
= = C
36 +

Zadatak 2 Prigodnom supstitucijom rijeSite sljedece integrale:

d arctan a
@) [ s evie (b) [ da
Rjesenje:
(a)
dx dx 1
= t=arcsinz =>dt= ——— | = | =dt=—=-+C
/arcsin2 V1 — 22 N 2
1
= - +C
arcsin x
(b)
Qarctanz .
/de = t:arcl:anaa*:>dt:m :/th
1

1
_2t — _2arctanx
In2 +c In2 +c

Zadatak 3 Odredite sljedec¢e neodredene integrale:

sinz cos & cos T
(a) f \/2sin? z+cos? x dz (C) f v/ 2sin? z+cos? dz
b sinz d
( ) f v/ 2sin? z4cos? x v
Rjesenje:



(a)

/ sinz cos x dr — _sinzcosz ’t—sm x = dt =2sinzcosz| =
V2sin®z + cos? z V1+sin’z
1 dt
_ 1 —:_.2\/1+t+C:\/1+sin2m+C’
2) Vi+t 2

(b) i (c) sami

Zadatak 4 Odredite sljedeci integral uz upotrebu navedene supstitucije:

(a)

5 supstitucija x = ¢

dx . .. 2
) f\/m, supstitucija x = sin“ ¢

Rjesenge:
(a)
/dix - ‘m—t2:>t—\/Eid:v—2tdt|—/Ldt—
Va(l —x) V(1 —t?)
dt
= 2 = 2arcsint + C = 2arcsiny/xz + C
[ 7= Ve

(b)
2sint t
/d—x = ‘ x =sin’t = t = arcsin z i dz = 2sint cos tdt ‘ :/w
z(1 — ) sintcost

= 2/dt:2t+C:2arcsin\/5+C

Zadatak 5 Odredite slijedeée neodredene integrale:

f11+x dx (b) fxlTnzjfxdm
Rjesenje
(a)
1+ 1+t 3+t
= =2tdt | = [ ——2 dt
/1+\/_ | 2=t = do =2tdt | = / tdt = /t+1
2 2
= 2 —t4+2— —dt =t —t> + 4t —4In(1 4+t =
/( + 1+t) 3 + n(l+t)+C
= 3\/_ T+ 4y — 4In(1 + Vz) +
(b)
In 2z In2+Inz dx In2+t¢
dr = ———dx Inzx=t=—=dt |= | ——dt =
/wln4a: v /a:(ln4+lna:) e = T ‘ /1n4+t

Ind+t—1In2 In2
_/ Ind+t dt_/<l_ln4+t)dt_

= t—In2-In|lnd+¢+C=nz—mn2-In|lnd+nz|+C



Zadatak 6 Odredite sljedeci integral uz upotrebu navedene supstitucije:

(a) fz‘fﬁ, supstitucija z = 1

(b) fz‘fﬁ, supstitucija z = tant
Trigonometrijske supstitucije: Neka je a > 0.
1) Ako integral sadrzi radikal va? — 22, onda obi¢no stavljamo x = asint i

dobivamo
va? — 22 = acost.

2) Ako integral sadrzi radikal /22 — a2, stavljamo x = —%- i dobivamo

cost
V2?2 —a? =atant.

3) Ako integral sadrzi radikal va? + 22, stavljamo = = atant i dobivamo

Vafa?= =

cost’

Zadatak 7 Primjenom trigonometrijskih supstitucija izracunajte:

(a) [ Ada (¢) [V1—22dx
(b) [YEE Ly @) [
Rjesenge:

(a)

.2
t
‘a:zsint:>da:=costdt|=/smt
cos

1 —cos2t 1 1

1 1 1
= —t——sin2t—|—C:iarcsinm—g\/l—aﬂ—l—c

2 4
/ 2+ 1 d / 1 1 dt
——dx — — —
T cost tant cos?t
dt sin? ¢ + cos? t int dt
_ / o / in“t 4 : g — / sint oo b
cos?tsint cos?tsint cos?t sint

_ 1 +/ dt 1 +1/ cos% g —
© cost QSin%cos%_cost 2 sin%cosQ% N

2
——dx costdt = [ sin®tdt =
/ V1—22 /

dt
cos?t

r =tant = dx =

t
tan =

—1 +1/ dt L +1 +C
= —_— = n =
cost 2 ) tanfcos?Lt  cost 2
—1+ V1 +tan’t
= V22+1+1n +C =

tant
—-1+v1 2
e S eV B
x




1.1.2 Parcijalna integracija

Neka su u i v neprekidno derivabilne funkcije (svojstvo neprekidnosti neéemo
ovdje poblize objasnjavati, ono za nas znaci da je funkcija "dovoljno lijepa" da
se sa njom moze raditi parcijalna integracija). Onda je

/udv =uv — /vdu.

Primjer 1 Primjenom formule za parcijalnu integraciju izracunajte

/e”” sin zdzx.

Rjesenje: Imamo

u = e’ dv = —sinzx

/ez sinzdr = — (/ex(—sinm)dm) = =
du = e*dx v = cosxdx

u=e" dv = cosx

— (ez coST — /cos mezdm> = =
du =e*dr v =sinzdx

= —e%cosx+esinx — /e“’ sin zdx.

Sada primjetimo da se integral od kojeg smo krenuli pojavio sa desne strane
ali sa suprotnim predznakom. Prebacimo ga na lijevu stranu i dobivamo:

/em sinzde = e"sinx —e®cosx

2
T L3 1 Z 3 x
= [esinzdr = 5(6 sinz — e” cosx) + C

Zadatak 2 Parcijalnom integracijom rijesite:

(a) [zsinzdx (¢) [z%edx
(b) [z coszdx (d) [zlnzdx
Rjesenje:

(a)

u=2x dv = —sinz
/xsinxdx = —(/m(—sinz)dx): =
du = dzx v = cos xdx

= —mcosm+/coswdm = —xcosx +sinx + C

10



(©)

u=2x dv = e%dx

/xZe“dx = = 2%e® — /2ze“dx =
du =2xdx v=¢€"
u=2x dv = e%dx
= = 2%e® — 2ze” + /Qexdx = 2%e® — 22€® + 2 + C
du = 2dx v=e"
(c)
u=Inz dv = zdx 2
| 1
/Jclnmdfc = , _ 2nm—/3:25d3::
d
du = * v=%
22lnz 1 2lnz 22
= e _
5 5 /a: T 5 1 +C
Zadatak 3 Rijesite parcijalnom integracijom:
2 2
(2) [ e de (®) [ ey de
Rjesenje:
(a)
12 Uu=2x d’U = m
l+z du = dx v—\/1+x2

2
= zv1+4 22 / =xvV1+ 22 / / x d
v ’ \/1+ 5l =2 v V1422 V14 a2 v

Primjetimo da se pocetni integral pojavio sa desne strane i to sa suprotnim
predznakom; prebacujemo ga na lijevi stranu i dobivamo:

x
2 | ——=dz = zV1+22-— /
/\/1+m2 V1+a?
/ x? de - a:\/1+a:2_ln:v+\/1+x2)+c
V1+a? 2 2
(b)
———dx = = o —
(1 + %’2)2 du = dx v — _m 2(1 + $2) 2(1 + $2)
- 2 4 Larctanz +C
T 5 arctan
Zadatak 4 Rijesite:
(a) f”ﬁ_—ff‘l'—sdm (b) f(@3 + 1) cos2zdx

11



Zadatak 5 Primjenom parcijalne integracije rijesite:

(a) [arcsinzdz (¢) [Va®+a2dz, a#0
(b) [z?arctan zdx
Rjesenge:
(a)
u = arcsin x dv = dx
/arcsin xzdx = = garcsinx — /Ldm =
1 — 2
du = —ffwz v==x L—z
= garcsinz ++v1—-22+C
(b)
uw=arctanz dv = 23dz 3 3
9 T 1 T
/a: arctanzdx = = —arctanz — — /—Qda: =
du — —dz _ 28 3 3) 14z
U= 11,2 V=73
3 1 21 3 1 241-1
= % arctan x — 3 /#Ed(ﬁ) = % arctanx — 8 /%d(ﬁ) =

- Zana - (faw)- [ -

z3 1, 9
= garctanm—g(m —In(1+2%))+C

(c)
a® + z? a? 22
Va2 +z2 = —dm:/—der/—dx
/ va? + z? va? + 2 va? + z?
zva? + x2 2

a
——1 2 2 —
5 5 nx++va+a2)+C

= vidi Zadatak 3 (b) =

= a’In(z+ Va®+22) +

2
a 1
= ?ln(m+ a2+$2)+§m\/a2+x2+0

1.1.3 Integrali sa kvadratnim trinomom

Neke tipove integrala sa kvadratnim trinomima moZzemo pojednostavniti odredenim
transformacijama.

1) Integrali oblika:
mx +n

ar? +bx +c
Svodimo kvadratni trinom na slijedeéi oblik:

dzx

ax® +bx +c=a(x+ k) +1,

gdje su k il neke konstante. Ako je m = 0, onda gornjim postupkom
dobivamo tabli¢ni integral. Ako je m # 0, onda iz brojnika odvojimo
2ax + b i dolazimo do prethodnog slucaja.

12



Primjer 1 Izracunajte integral: [ mdm
Rjesenje: QOdjeljivanjem punog kvadrata iz kvdratnog trinoma dobivamo
2422 4+5=(x+1)2-1+5=(

+1)% + 4.
Sada imamo:

/ dx B / dx
2 +22+5 (

1 ¢ T
————— = —arctan
z+1)2+4 2

+1
C.
5 +

Primjer 2 IzraCunajte integral: f
Rjesenge:

x2— 4w+5dw
Ovdje je o€ito m = 3 # 0. Svodimo trinom na puni kvadrat
22 —da 4+ 5= (z—2)

—445=(z—-2)2+1.
Jer 2ax + b = 2z — 4, dalje imamo:
3r—2 3z —2 3(2r —4) +4
/m2—4x+5 v /(m—2)2+1 v /(m—2)2—|—1 o
B 3/ 2r — 4
= 3/

dx
— 4 =
T — 2)2 +1dm+ /(m—2)2+1dx

In((z —2)? + 1) 4 4arctan(z — 2) + C
2) Integrali oblika:

mx+n

Vaz? + bz +c c
rjeSavaju se analogno gornjima

2x—8

Primjer 3 Izracunajte integral: [ .
Ovdje imamo

Rjesenge:

1 1 5
l—-z—2?=1-(z+ )%+

_ 2 12
U IR G Y
te 2ax + b = —2x — 1 pa dobivamo:
2x — 21 — —(—2x—1) —
11’ 8 - / _ 28 :/ (—2x —1) 9d$:
V- —x 2 %—(3}—&—;)2
—2 —1
V32— (z+43 S (z+3)?
= -2

= -2
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(3) Integrali oblika:

/\/ax2+bx+cdx

rjeSavaju se tako da odvojimo puni kvadrat i zatim svedemo integral na
jedan od donja dva osnovna oblika:

) [Va? —x?dx = £v/a? — a:2+“ arcsinZ +C; a>0
i) [VaZ+2%de = 2VaZ + 2% + © In(z + VaZ + a?) + C

(vidi zadatak 5 (c), str. 11, prvi integral moZe se analogno rijesiti.)

N8 IR

Primjer 4 Izracunajte integral: [v/a2 + 2z + 5dx.
Rjesenje:

/\/$2+2m+5dw = /\/(m+1)2+4dm: to je sludaj ii) =
- w;rl,/(:wrl)?+4+21n(m+1+\/(m+1)2+4)+0

Zadatak 5 Rijesite sljedece integrale:

f\/:c2+pz+q (c) f:t‘*—43262+3dm
d
(b) fav\/lgiw2 (d) sin? z—cgss?nzﬁ—mdx
Rjesenge:

(a)

d d 2 2
[t = [ e ) e
S T e
= ln‘m—&-g—l—\/:v?—&—pm—l—q‘—&—C’
(b)
/dim = :v—l:>d:v——— / _% /
a/1—x2 ot B tth
dt 1441 — 22
= [ =+ VP -1+ C=—In| T
Viz —1 | | x
T
= In|———|+C
1+vV1—2a2
(c)

x 1 dt 1 dt
—————dz = |t=2'>dt=22dz|==Z | 5=z [ —— =
/m4—4m2+3x [t =2~ wde| /2—4t+3 2/(t—2)2—1

1. [t—2-1 1 N
— —1 —_ J—
1 t—2+1 t—1+0 —1‘+C
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(d)

/ 8T dx = \t—sinzédt—cosmdﬂ—/ dt —/ dt =
sin®x — 6sinz+12 B ) 2—6t4+12 ) (t—3)2+3
- arctant_3 +C = L arctan sine - 3 +C
V3 V3 V3 V3

1.1.4 Integriranje racionalnih funkcija

Za integriranje racionalnih funkcija najcesée koristimo metodu neodredenih ko-
eficijenata i metodu Ostrogradskog.

Metoda neodredenih koeficijenata: Nakon odvajanja cijelog dijela, in-
tegriranje racionalne funkcije svodimo na integriranje pravog racionalnog ra-
zlomka:

P(z)

Q(z)
gdje su P(x) i Q(x) polinomi takvi da je stupanj polinoma P(x) manji od
stupnja polinoma Q(z). Ako je

Qx)=(x—21)*...(x — xy)*"

gdje su x1,...,x, razli¢iti realni korijeni polinom Q(z) a aq,...,a, prirodni
brojevi, onda gornji razlomak mozemo rastaviti na parcijalne razlomke:

P(x) Ay Ajo Ara,
= + i L K PO
Q(z) r—x1  (r—21)2 (x — )0
Anl + An2 + + Anan
T—x, (z—x)2 T (z—xp)

.ot

Neodredene koeficijente A11, A12,. .., Ana, nalazimo tako da gornji identitet
svedemo na cijeli oblik pa izjednac¢imo koeficijente s istim stupnjem varijable x
ili tako da za z u tu istu jednadZbu uvrstimo prikladne brojeve.

Primjer 1 Izracunajte integral wa giigdaj

Rjesenje: U zadanom integralu prvo odvajamo cijeli dio:

22 —-5x+9 22—5xr+6+3 3
2 —5x +6 2 —5x +6 2 —bx +6

pa imamo

¥ =5z +9 dx
dz dr = 3 [ —
/x2—5x+6 / +/ —5 o /x2—5x+6
Sada je u brojniku P(z) = 1 $to je niZeg stupnja nego Q(x) = 22 — 5z + 6 u
nazivniku. Vrijedi:

Q(z) =2% =52 +6 = (z — 3)(z — 2).
Stoga rastavljamo na$ razlomak na sljedece parcijalne razlomke:

1 1 _ A, B
2-52+6 (z—-3)(x—2) -3 z-2

15



Trazimo keoficijente A i B.

Prvi nacin: svodimo nas identitet na cijeli oblik i izjedna¢ujemo koeficijente
s istim stupnjem varijable .

3;2—;’1)3:—&-6 B :vil?)_‘_m?? /(z—3)(g:—2) -
1 = Alz-2)+B(z—-3) =
1 = (A+B)x—24-3B
iz Cega slijedi A+B=0 i —-2A-3B=1 =

A=1 i B=-1
Drugin nacin: nalazimo A i B tako da uvrstimo zgodne vrijednosti za x u
jednadzbi 1 = A(z — 2) + B(z — 3), npr.
r = 2 = 1=-B =B=-1
T 3 = 1=4 =A=1
Sada imamo:
22 — 51+ 9 dx 1 1
———dx = 3| = 3 — dx =
/m2—5x+6x v /w2—5x+6 v /(m—ﬁi a:—2> *

r—3

c

z+3njr—3|-3njzr—-2|+C=2+3In

T —
Primjer 2 Nadite integral: f(;_m;)t%dx.
Rjesenje: Direktnim uvr§tavanjem provjerimo da 3 i —1 nisu nule polinoma

u brojniku pa je, prema tome, razlomak skraéen do kraja. Rastavljamo ga na
parcijalne razlomke:

5z22+6z+9 A N B N C N D N
(x—32z+12  2-3 (z-3)2 x+1 (z+1)2
522 +624+9 = A(x—3)(x+1)?+Bx+1)2+Cx—3)>%x+1)+ D(x —3)?
Uvrstavamo pogodne vrijednosti za x:
2 9
r=3 = = 5.946-3+9=B-16 = B=—=_
16 2
8 1
x = 5—6+4+9 6 = 6= 3

Sada vratimo dobivene vrijednosti u pocetnu jednadzbu i imamo:
2522 +62+9) = Az —3)(z + 1)* +9(z + 1) + C(z — 3)*(z + 1) + (v — 3)*
To dalje ra¢inamo i izjednatavamo koeficijente uz potencije od x:

1022 + 122 +18 = A(z —3)(2? + 2z + 1) +9(2® + 2z + 1)* +
+C(2® —6z+9)(x + 1)+ (2% — 6z +9) =

= A(@®—2® —52—3)+9(*+ 22+ 1)+ C(2® — 52° + 32+ 9) + (2> — 62 +9)

koeficijenti uz z®> : A+C =0
slobodni koeficijenti i —3A49+49C+9=18 = -3A4+9C=0
= A=0 1 C=0.

16



Stoga slijedi:

/%dm B /(2(m23)2+2(w11)2>d33:

9 1
= Ta@3 2wt ©

(ovdje je C u zadnjem redu kao i obi¢no oznaka za konstantu, te nema veze za
C iz rastava na parcijalne razlomke).

Metoda Ostrogradskog: Ako polinom Q(x) ima viSestruke korijene, onda

je
/Q Ql d+/Q2

gdje je @Q1(x) najveca zajednicka mjera polinoma Q(z) i njegove derivacije Q'(x)
aQa(z) = Q(z) : Q1(z). R(x) i S(x) su polinomi sa neodredenim koeficijentima
Cije je stupanj za jedan manji od stupnja Q1(z) i Q2(z). Njihove koeficijente
ra¢unamo derivirajuéi gornji identitet.

Primjer 3 Nadite integral: f(zﬂfxl)z

Rjesenje: Kako je Q(x) = (z* — 1)?, imamo Q'(z) = 2(z* — 1) - 423. Stoga
je Q1(z) = 2* — 11 Qz(x) = 2* — 1. Sada je

/ dx _Aa:3+BJc2+Cz+D+ Em3+F3:2+Gz+Hdm
(x4 —-1)2 zt—1 zt—1 '
Deriviramo taj identitet i dobivamo:
1 (BAz?+ 2Bz +C)(a* — 1) — (A2® + Ba> + Cz + D) - 4a? E:c —I—F:U2 +Gr+ H
(x4 —1)2 (x4 —1)2 -1

Svodimo dobiveni identitet na cijeli oblik:

1

(3422 + 2Bz + C)(2* — 1) — (A2® + B2®> + C2 + D) - 42 + (Ex® + F2> + Go + H)(z* — 1) =
Ex™ 4+ (F — A)2% + (G — 2B)2® + (H — 30)z* + (—4D — E)2® +
(34— F)2* + (-G —2B)z — H - C

i izjednacavanjem koeficijenata odmah slijedi

A=B=D=E=F=G=0 i c:—%, H:—g.

dx T 3
/@;4—1)2 T ) _/4(334_1)‘13’

Ostaje rijesiti integral [——

Sada imamo:

dx $to mozemo rastavom na parcijalne razlomke.

a:4 1)
1 A B Cx+ D 1 o
pora— — — + pore] + R pa cijeli oblik izgleda

1 Az +1) (2> +1) + Bz — 1)(2* + 1) + (Cz + D)(z — 1)(z + 1)
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Uvrstavamo z = 1 i x = —1 pa redom dobivamo:

1
1=4A4, 1=-4B A—> B—_=
, = 1’ 1

Kada to uvrstimo u jednadzbu, izlazi:
4= (z+1)(@*+1)— (- 1) (2> + 1) +4(Cx + D)(z — 1)(z + 1)

pa za, npr. x = 2 i x = 3, izlazi:

4 = 3.5-5+12.-(20+D) =20+D=—
1
4 = 4:10-2-10+4BC+D)2-4 =3C+D=—3
1
-0 i D=—=-.
= C=0 i 3

Rijesavamo integral:

/;dm l/da:_l/da:_l/dw_
x4 —1 4 ) xz—1 4)z+1 2] 2241

1 1 1
= Zln|x—1\—Zln|x+1|—§arctana:

Sve skupa dobivamo:

/ o _ a i1n|gc 1] i1n|ac+1| §aurct:aunaz:
(x4 —1)2 4(2*—1) 16 16 8 '
Zadatak 4 Rijesite sljedece integrale:
() [ oo (b) [ 3o
Rjesenje:

(a) Brojnik je istog stupnja kao i nazivnik pa prvo dijelimo polinome:

4+ x+1 > rr+1 1
=1+

r(x2+1) 234+x s+

/ 24 r+1 /d +/
(z2+1) 4+

Rastavljamo razlomak u drugom integralu na parcijalne razlomke:

Sada imamo:

1 B é Bx+C
B+ oz 2 +1
1 = A@*+1)+Bz+C)z =

A+B=0, C=0, A=1 pa B=-1

2+l dx T
/m(mQ—l-l)dm N /dm+/?—/m2+1dm—

1
m+ln\m|—§ln(m2+1)—l—0

Slijedi:
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(b) Nazivnik je istog stupnja kao i brojnik pa prvo dijelimo:

vt —42°+102% —8x+2 (2?7 —20 427427 -2 227 — 2

@ —22+22 (@ -20+27 @ _mi2p

pa se na$ integral svodi na:

— 423 + 1022 — 8z + 2 22 -1
dx = [ dx+2 sdx
/ (@2 — 22+ 2)2 v /9“L / 22z 1 2)2
Drugi integral rijesavamo metodom Ostrogradskog. Derivacija od nazivnika
je Q'(z) = 2(z* — 2z + 2) - (22 — 2) pa imamo

/ 2% -1 do — Ax+ B +/ Cx+ D da
(2 =22 +2)2" 22 — 2w +2 22 -2z +2

Deriviramo tu jednakost i dobivamo

2?2 -1 _A(962—2at:+2)—(AJH—B)(QJC—Q)+ Czx+D "
(2 — 27 +2)2 (22 — 27 + 2)2 22 — 27 + 2

22 —1=A* - 22+2) — (Az + B)(2v — 2) + (Cx + D)(2* — 27 +2)

1 1
odakle slijedi C'=0 i B:A:_i’ D:§
To dalje daje:

/ 2 -1 1 z+1 1/ dx

———dr = —= + < =
(22 — 22 +2)2 222 -2x+2 2 ) 22—2x+2

1 x4l _‘_1/ dx B
o 222-22+2 2/ (z—1)2+1

1 z+4+1 1
= 57913 + iarctan(w—l)%—c

Sve skupa:
4 3 2
z* —4x° + 102° — 8z + 2 T +1
de =0 — ——— t -H+C
/ @ =2 1 2)? T =z m2_2m+2+arc an(z — 1) +

1.1.5 Integriranje trigonometrijskih funkcija

1) Integrali oblika:
/ sin™ z cos™ xdx

gdje su m i n cijeli brojevi. Ako je m = 2k + 1 neparan pozitivan broj,
onda stavljamo

/sinm zeos" xdr = /s1n2k x cos” z(d cos x) /(1 — cos® x)¥ cos™ zd(cos z).

Analogno postupamo ako je n neparan pozitivan broj.
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Primjer 1 Rijesite integral: [sin® z cos® vdz.
Rjesenje: Ovdje je eksponent od cos x neparna pa imamo:

/sin2 zcos® xdr = /sin2 x cos® x cos xdr = /sin2 z(1 — sin® z)d(sinz) =

1 1
= /sin2 zd(sinz) — /sin4 zd(sinz) = 3 sin® - — R sin®z + C

Primjer 2 Izracunajte integral: [ ﬁsridw.

sin

Rjesenje: Kako je eksponent od cosx neparan prirodni broj, imamo:

5 4 1 — sin22)2
/COS3l'dm B /Cosgxcosxde/ﬂd(smm):

sin® x sin® x sin® x

1—2sin’z +sin’z / 1 / 1 /
= d(sinz) = d(sinxz) — 2 ——d(sinx) + [ sinxd(sinx) =
/ sin® z ( ) sin® z ( ) sinx ( ) ( )
1 1
= ———— —2In|sinz|+ Ssin’z+C
2sin” x 2

Ako su i m i n pozitivni parni brojevi, onda podintegralni izraz transformi-
ramo pomo ¢u formula:

. 9 1 — cos2x 9 1+ cos2x
sin“y = ——, cos‘r=—"—
2 2
. sin 2x
sinxz cosz = 5

Primjer 3 Rijesite integral: [sin® z cos? xdz.
Rjesenje: Koristimo gornje formule pa slijedi

1-— 2z 1 2 1
/sianCOSdew = / coser 1+ cos % o = —/(1—0052233)0&7:

2 2 4
z 1 [1+4cosdx r x sindx
11 / > "TITR Tx ¢
r sindx
= - - C
8 32 +
Ako su m = —u i n = —v cijeli negativni brojevi iste parnosti, tada imamo:

dx d(tanx
sin™ x cos™ xdx — = - u( )2 =
sin” x cos” x sin” x cos¥~“x

I3
1 \* vz
/(1 + - a:) (1+ tan? x) 7 d(tanz) =

ptv g

_ /(1 + tan? z) "2 d(tan z)

tan* x

To je, u biti, spustitucija ¢t = tanx.
Tako se, specijalno, mogu rijesiti i integrali:

/dm_l/d(g) /dw_/d(
sin®z 241 | sin® £ cos# £’ cosx ) sin?
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dx

sin® z cos3 x *

Primjer 4 Izracunajte integral: [
Rjesenje: Imamo:

/ dx B / dx B / d(tanz)
sin®zcosdz sin® zcoszcos?x  J sin®zcosx
5
d(tanz) /( 1 )5 o\ 1
— - = 1+ 1+ tan®)2d(tanz) =
/(sin2 )3 (cos? )z tan® z ( )2l )
1 t 2 3
= /wd(tan x) = stavimo tanz = t radi jednostavnosti =
tan® x
(1+1%)3 /1+3t2+3t4+t6 / 1 3 3
/ 15 15 pETT T
1 3 1
= —— — —4+3hnjt|+t*+C=
i g Pl
1 3

1
4dtan? z 2tan2m+ n\ anm\—|—2 an”

Primjer 5 Nadite integral: =42
sSin-
Rjesenje:
/ dx 1 / dx 1 / dx B
5 25 | GinPZeoPE 25 | sin® Z eosd Zeos2 £
sin® x 2 sin® § cos® 3 2 sin” § cos3 § cos? §

5
1 1 2 9T\ 2 T
= 2_4/<1+tan2§) (1 + tan 5)2d(tan§):
4

2z 2\4
_ 1 [(1+tan 2)d(tan£) 1/(l+t)dt:

24 tan® Z 2) 24 5
1 [1+4t%+6t* 4 46 4¢3 1 12 5 1,
- dt = — (—— — = +6Int| +2t> + ¢ C =
o1 5 oi \Tqr g POMIAA2AT )+
1 1 2 T z 1 T
= (- - 61n|tan =| +2tan® = + ~tan* = ) + C
24< TtanTZ  tap?z | omltangl2tant g 4 g tan 2)+

Integrali oblika [tan™ zdx ili [cot™ zdxz gdje je m pozitivni cijeli broj racu-
naju se pomocu formule:

—1 ili cot?z = 5——1

tan®z = 5 -
COs* T sin” x

Primjer 6 Izracunajte integral [tan”®5zdz.
Rjesenge:

1 dx
tan?bzdr = — —1)dx= | —— — [dzx =
/an Swdr /<0082 5x ) v /0052 5z / v

1
gtan5x—m+C

Primjer 7 Nadite integral [cot?zdz.
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Rjesenje:

2
1 1 2
/cot4a:d:v = /(2 —1> dmz/(T—T—l-l)dm
sin® sin*z  sin“x

S drugom i trecom komponentom integrala nema problema, ostaje, dakle, prva:

dx sin? z + cos? z dx cos®
T4 = T4 = ] + T4 dx =
sin® x sin® x sin“ x sin® x

= —cotx — /cot2 zd(cotx) =

1
= —cotx — gcot3m+C’
Vrac¢amo to u prvi integral i dobivamo:
4 1 3
cot*xdx = —cotx — gcot r+2cotx+x+C =
L .3
= —gcot r+cotx+x+C

Trigonometrijski integrali mogu se rjeSavati i drugim metodama osim nave-
denih, npr. supstitucijom i parcijalnom integracijom.

Primjer 8 Nadite integral: [zsin® z2dx.

Rjesenge:
.2, 2 2 1 .2
rsin® x°dr = |a: =t= 2wdw:dt‘:§ sin” tdt =
1 [1—cos2t t sin2t
2 / 2 4 8 *
22 sin2z?
= — — C
4 8 +
Primjer 9 Izracunajte integral: f\/ﬁ
Rjesenje:

/ dx B / dx
Vtanz costx Vtanx cos? x

d(tanx) —
Vtanx ane

/ dx
Vsin z cos x

2) Integrali oblika:
/sin max cos nxdz, /sin max sin nxdzx, /cos max cos nxdx

rjeSavaju se primjenom formula:

(a) sinmz cosnz = S[sin(m + n)z + sin(m — n)zl;
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(b) sinmazsinnz = 1]
1[cos(m — n)z + cos(m + n)z]

cos(m — n)x — cos(m + n)x]

(c) cosmzcosnz =

Primjer 10 Nadite integral: [sin 3z cosbzdz.
Rjesenje: Koristimo prvu formulu pa imamo:

1 1 1
/sin 3z cosbrdr = 3 /(sin 8z + sin(—2z))dx = 3 /sin S8xdx — 3 /sin 2xdx =

1 1
= —1—60058m+ ZCOS?.CL’—I—C

Primjer 11 Rijesite integral: [cos(az + b) cos(az — b)dz, a # 0.
Rjesenje: Koristimo trecu formulu:

1 1 1
/cos(ax + b) cos(ax — b)dz 3 /(cos 2b + cos 2az)dx = 3 /cos 2bdx + 3 /cos 2axdx =

zrcos2b  sin2ax
= + +C
2 4a

3) Integrali oblika
/R(sin x, cos x)dx

gdje je R racionalna funkcija s dvjema varijablama, rjesavaju se pomocu
supstitucije:

tan = — ¢
an — = 1=.
2

Onda je

2 1—¢2 2
—, coST=——, dr=-——=dt.
14 ¢2

sinz = T T e

Primjer 12 Rijesite integral: [

sin w+cosx
Rjesenje: Primjenjujemo navedenu supstitciju:

dzx 1 2 2
sinz +cosz 2t 1t21+t2dt 1+2t—t2dt:
e T e
1 2 -1
- 2/—dt 2:—ln—‘/_+t +C=
2-(t-172 V2 |V2—-t+1
\/_+tan——1 1 xr T
- L |yettany C:—ln‘tan(—+—)‘+0
V2 |V2—tanZ +1 V2 2 8

Primjer 13 Nadite integral: [ 822 dz.

1—sinz

Rjesenje: Primjenjujemo gornju supstituciju:

sinx smm—1+1
—dx = dx + =
1 —sinx "1 _sinz 1—smm
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+/ : " +2/ dt
= —XT —_— = —r —_—
1— 2 1412 1+t2 -2t

a2

Ako vrijedi identitet:
R(—sinz, — cosz) = R(sinz, cosz),

onda moZzemo primjeniti supstituciju tanz = ¢ gdje je

1 dt
Sing = ——, cosx = , dx = .
V1+¢2 V1+ ¢ 142

Primjer 14 Nadite fﬁﬁ
Rjesenge: Tu ocito vrijedi R(—sinz, —cosx) = R(sinz, cosz) pa imamo:

/ da B / T _/ dt
1+3cos2z 1+1+%_ 341241
dt 1 t 1 t
= /m:§arctan§+025arctan<a;lx>—|—0

dx
sin? x—5sinz cosz *

Primjer 15 Rijesite integral: [
Rjesenje: Identitet vrijedi pa koristimo istu supstituciju:

d dt _dt_
/ x B / T2 _ / 1+12
) : - 12 t 1 - t2—5t
n“x — osin +2 ~ 2 1re Vit
sin®z — 5sinz cos e T OUiE Ui JEE

B / dt _/ dt
#2-5t J(t-37-%

1 t—5 1 tanz — 5
= —In|l—|4+C=-In|———|+C
50t ‘ * 5| tanw +
Zadatak 16 Rijesite sljedece integrale:
2 d
(a) fcosfgj—s?n“zdm (b) f(2—sin z)g(v3—sin x)

Rjesenje:
(b) Rastavimo prvo podintegralni izraz na parcijalne razlomke:
1 A B
(2 —sinx)(3 —sinz)  2—sinz 3 —sinx
3A — Asinz + 2B — Bsinz =
A+B=0 i 34+2B=1 = A=1, B=-1

Sada imamo:

/ dx B / dx _/ dx
(2 —sinx)(3 —sinz) 2 —sinz 3 —sinz
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I'u jednom i u drugom integralu primjenjujemo supstituciju tan 3 =¢
/ dx / dv / Edt / opdt
2 —sinz 3—sinz 2—1itt2 3—1+t2 N
/ dt / dt
—— _2 —————————
1+t2—t 3+3t2 -2t
/ dt 2/ dt
2 3 2 -
G-p7+y o) EoE
B / dt 2/ dt
- T2 3 2l N2, s
(t=3) +z 3 (t—g) T3

_ 2 arctan —! arctan E +C =
V3 \/_ \/_ 2V2
; 2tan 5 — 1 1 ¢ 3tan § —
= arctan ———— — arctan ——=2——
73 N NG
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